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Предложена теоретико-игровая модель иерархической системы 

управления с принципом оптимальности, учитывающим 

требования устойчивого развития. Осуществлена формализация 

трех методов иерархического управления и проведено 

исследование их сравнительной эффективности на модельных 

примерах, в том числе с учетом возможностей манипуляции. 

 

Введение. Исследования механизмов управления 

иерархическими системами с помощью математических 

моделей проводятся в рамках теории иерархических игр [1,2], 

теории активных систем [3]  и principal-agent theory [4,5]. 

Основным принципом оптимальности в иерархических 

теоретико-игровых моделях служит равновесие по 

Штакельбергу [6] или предложенная Ю.Б.Гермейером его 

модификация – принцип гарантированного результата [7]. 

С содержательной точки зрения все большее 

распространение при управлении сложными социально-

эколого-экономическими системами приобретает принцип 

устойчивого развития [8-10], смысл которого заключается в 
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обеспечении экономического развития, не нарушающего 

экологического равновесия. 

Управление сложными иерархическими системами с 

участием людей может осуществляться различными методами, 

которые подразделяются на три группы: методы принуждения, 

побуждения и убеждения [11]. 

Концепция иерархически управляемой динамической 

системы, включающая формализацию ее устойчивого развития 

как принципа оптимальности, предложена автором в 

монографии [12] и развита в сборнике [13] и работе [14].  

В настоящей статье рассматривается статическая 

формулировка теоретико-игровой модели иерархического 

управления, учитывающей требования устойчивого развития. В 

рамках этой модели предложена формализация методов 

иерархического управления (принуждения, побуждения, 

убеждения) как специфических принципов оптимальности и 

проведено аналитическое исследование их сравнительной 

эффективности на модельных  примерах, в том числе с учетом 

манипуляции. 

Разработанный математический аппарат может 

использоваться при решении задач организационного 

управления на различных уровнях, в том числе в проблемах 

рационального использования природных ресурсов и охраны 

окружающей среды. 

 

1. Теоретико-игровая модель и принцип 

оптимальности. Задача иерархического управления 

устойчивым развитием формулируется следующим образом: 

Jv(v,u) = gv(v,u) – Mρ(u,U*) → max , v ∈ V ;                  (1.1) 
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Ju(v,u) = gu(v,u) → max , u ∈ U(v) .                                  (1.2) 

Здесь v – стратегия ведущего игрока (Ведущего), V – 

множество его допустимых стратегий, Jv – критерий 

оптимальности; u – стратегия ведомого игрока (Ведомого), U(v) 

– множество его допустимых стратегий, Ju – критерий 

оптимальности; U* - заданное множество допустимых 

стратегий Ведомого; если u ∈ U* , то  ρ(u,U*) = 0, иначе   

ρ(u,U*) > 0;   M >   max   max     gv(v,u) – штрафная константа; 

                     v∈V   u∈U(v) 

   gv , gu – непрерывные числовые функции; множество V 

компактно, множество U(v) также компактно при любом v∈V;   

v ∈ R
m

+  ;  u ∈ R
n
+ . 

В рамках статической модели (1.1)-(1.2) требование 

устойчивого развития формализуется как условие u ∈ U*. 

Например, применительно к эколого-экономическим системам 

возможна следующая интерпретация модели (1.1)-(1.2): 

Ведомый – природопользователь, Ведущий – природоохранное 

агентство; u – характеристика нагрузки на природную среду 

(добыча ресурсов, выброс отходов); v – штрафы, налоги, квоты; 

gv , gu – функции дохода Ведущего и Ведомого соответственно; 

U* - область допустимых нагрузок на природную среду. 

Возьмем в качестве принципа оптимальности игры (1.1)-

(1.2) принцип гарантированного результата Ведущего [1,2]. 

Тогда гарантирующая стратегия Ведущего обеспечивает 

выполнение требований устойчивого развития. 

 

2. Методы иерархического управления. Иерархическое 

управление устойчивым развитием может осуществляться 

следующими методами: 1) принуждение – Ведущий заставляет 
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Ведомого выполнять требование устойчивого развития, не 

оставляя ему других возможностей; 2) побуждение – Ведущий 

делает соблюдение требований устойчивого развития выгодным 

для Ведомого (в смысле его критерия оптимальности), а 

нарушение – невыгодным; 3) убеждение – Ведущий создает 

условия, при которых Ведомый сам добровольно и 

заинтересованно обеспечивает выполнение требований 

устойчивого развития. 

В рамках модели (1.1)-(1.2) предлагается следующая 

формализация этих методов как принципов оптимальности 

решения игры. 

Определение 1. Равновесием принуждения в модели 

(1.1)-(1.2) называется ситуация (v,u) ∈ V × U(v):  

U(v) ⊆ U* , Jv(v,u) = max Jv(w,u) .                                    (2.1) 

                                   w∈V 

Таким образом, при принуждении Ведущий сначала 

сужает область допустимых стратегий Ведомого так, что 

последний вынужден применять только стратегии устойчивого 

развития, а затем дополнительно максимизирует свою целевую 

функцию. Очевидно, равновесие принуждения существует, если 

∃ v ∈ V: U(v) ⊆ U*. 

Для описания метода побуждения зададим стратегию 

Ведущего как механизм управления с обратной связью: 

если u ∈ U*, то v = v
+
 , иначе v = v

-
 ,                              (2.2) 

min Ju(w,u)=Ju(v
н
,u) ≤ Ju(v

-
,u) < Ju(v

+
,u) ≤ Ju(v

п
,u)=max Ju(w,u), 

w∈V                                                                           w∈V 

v
н
 – стратегия наказания, v

п
 – стратегия поощрения 

Ведомого Ведущим. Обозначим 

R(v) = {u ∈ U(v): Ju(v,u) = max Ju(v,z)}. 
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                                           z∈U(v) 

Определение 2. Равновесием побуждения в модели (1.1)-

(1.2) называется ситуация (v,u) ∈ V × U(v):  v задается как (2.2), 

       R(v) ⊆ U* ,  max    min     Jv(w,z) = min   Jv(v,z) = Jv(v,u) ,  (2.3) 

        w∈V  z∈R(w)            z∈R(w) 

 где v – оптимальная гарантирующая стратегия Ведущего, 

u – оптимальная реакция Ведомого. Отметим, что в 

большинстве приложений целевая функция Ведомого 

унимодальна по u, поэтому множество R(v) состоит из 

единственной точки для каждого v и равновесие побуждения 

совпадает с равновесием по Штакельбергу. 

Условие R(v) ⊆ U* выполняется не всегда: например, 

пусть Ju = 100u – v,  0 ≤ v ≤ 1,  0 ≤ u ≤ 1,  U* = [0, 0.1]. Тогда ∀v 

R(v) = {1} ∉ U*. Очевидное необходимое и достаточное 

условие существования равновесия побуждения имеет вид 

∀y ∉ U*   ∃u ∈ U*  Ju(v
п
,u) > Ju(v

н
,y). 

Определение 3. Равновесием убеждения в модели (1.1)-

(1.2) называется ситуация (v,u) ∈ V × U(v): 

 (Jv + Ju)(v,u) = max  max  [(Jv + Ju)(w,z)].                       (2.4) 

                        w∈V z∈U(w) 

В дальнейшем полученный максимальный суммарный 

выигрыш делится между Ведущим и Ведомым в соответствии с 

одним из кооперативных принципов оптимальности (С-ядро, 

решение по Нейману-Моргенштерну, вектор Шепли и т.д.). 

Равновесие убеждения существует всегда при очевидных 

топологических предположениях. В силу определения оно 

также оптимально по Парето. 

Отметим, что все три типа равновесия (2.1), (2.3), (2.4) 

удовлетворяют  условию устойчивого развития u ∈ U*. 
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Указанные методы управления (кроме убеждения) могут 

дополняться манипуляцией со стороны Ведущего. В модели 

(1.1)-(1.2) механизм манипуляции заключается в намеренном 

искажении Ведущим передаваемой Ведомому информации о 

стратегии v(u) и/или воздействии на множество допустимых 

управлений Ведомого. Причина манипуляции состоит в 

следующем: для того, чтобы принудить или побудить Ведомого 

выбирать управления, отвечающие устойчивому развитию, 

Ведущему зачастую приходится жертвовать своими 

интересами. Например, применение стратегии наказания в 

механизме побуждения может привести к нулевому выигрышу 

Ведущего, введение квот в механизме принуждения требует 

затрат на контроль их исполнения, и т.п. Если же Ведущий 

выберет выгодную для себя стратегию, то оптимальный ответ 

Ведомого на нее вполне может нарушить требования 

устойчивого развития. 

Поэтому Ведущий передает Ведомому информацию о 

фиктивном механизме управления, оптимальный ответ на 

применение которого удовлетворяет условию устойчивого 

развития, а после реализации Ведомым этого оптимального 

ответа выбирает в действительности более выгодное для себя 

управление. 

 

3. Модельные примеры. Конкретизация модели (1.1)-

(1.2) для построения модельных примеров проводилась на 

основе содержательных соображений. Рациональная степень 

общности в постановке задачи (1.1)-(1.2), обусловленная 

характером ряда важных приложений, достигается при 

следующих предположениях: 
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v = (p,q),   p ∈ R
m

+ ,   q ∈ R
n
+ ;   u ∈ R

n
+   ; 

V = {(p,q): 0 ≤ pi ≤ 1, i=1,…,m; 0 ≤ qj ≤ 1, j=1,…,n}; 

U(v) = {u: 0 ≤ uj ≤ 1-qj , j=1,…,n}: 

          n 

U* = ∏ [0,aj] , 0 ≤ aj ≤ 1 , j=1,…,n; 

         j=1 

gv(v,u) = <p,h(u)> - g(q) , gu(v,u) = <1-p,h(u)> ;             (3.1) 

< . , . > - скалярное произведение; g(q) : R
n
+ → R+ - 

монотонно возрастающая по qj (j=1,…,n) непрерывная функция; 

h(u) : R
n
+ → R

m
+ ; для любoго i=1,…,m функция hi(u) – 

непрерывная монотонно возрастающая по uj (j=1,…,n);           

h(0) = g(0) = 0;    M > h(a). 

Метод принуждения предполагает p = const. Исходя из 

условия устойчивого развития 1-q ≤ a, Ведущий выбирает 

управление q на отрезке 1-a ≤ q ≤ 1. Поскольку максимум Jv на 

этом отрезке достигается при q=1-а, то равновесие 

принуждения имеет вид (р,1-а,а), в результате чего Jv = <p,h(a)> 

- g(1-a), Ju = <1-p,h(a)>, JΣ= h(a) – g(1-a), где JΣ = Jv + Ju . 

Манипуляция при принуждении заключается в том, что 

Ведущий сообщает Ведомому фиктивное значение q = 1-a, на 

что следует оптимальный ответ u = a. После этого Ведущий на 

самом деле выбирает q = 0, в результате чего Jv = <p,h(a)> ,       

Ju = <1-p,h(a)>, JΣ= h(a).  

 

Метод побуждения предполагает q = const (можно 

считать q = 0). Механизм побуждения (2.2) принимает вид 

«если u = a, то p = 1- ε, иначе p = 1».                                        (3.2) 
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Тогда оптимальная реакция Ведомого есть u = a, откуда 

равновесие побуждения имеет вид (1- ε, 0, a) , Jv = <1- ε, h(a)> , 

Ju = <ε , h(a)> , JΣ = h(a).  

Манипуляция при побуждении состоит в передаче 

Ведущим Ведомому информации о выборе стратегии (3.2), на 

что следует оптимальная реакция u = a. Тогда Ведущий на 

самом деле выбирает p=1, в результате чего Jv =  JΣ = h(a), Ju = 0. 

Наконец, метод убеждения заключается в совместной 

максимизации Ведущим и Ведомым функции JΣ = h(u) – g(q) – 

Mρ(u,U*). Очевидно, ее максимум достигается при u=a, q=0, то 

есть равновесие убеждения есть (р,0,а), а JΣ = h(a).  

Полученные результаты сведены в таблицу 1. Как видно 

из таблицы 1, метод принуждения наименее выгоден обоим 

игрокам, а значения суммарного выигрыша при побуждении и 

убеждении совпадают. Манипуляция выгодна Ведущему, 

причем при побуждении он получает прибавку за счет 

Ведомого, а при принуждении – просто за счет экономии затрат 

при q=0. 

Для более детального анализа рассматривалась скалярная 

версия модели (3.1): 

gv(v,u) = vh(u), gu(v,u) = (1-v)h(u),  0 ≤ v ≤ 1,                  (3.3) 

где v,u ∈ R+ , h(u) – монотонно возрастающая функция. 

Например, в хозяйственных системах v можно трактовать как 

ставку налога, h(u) – как доход от производства продукции при 

стратегии u. 
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Таблица 1 

Показатели Принуждение Побуждение Убеждение 

Равновесие      (p, 1-a, a)     (1-ε , 0, a)       (p, 0, a) 

Выигрыш 

Ведущего 

<p, h(a)> - g(1-a)    <1- ε, h(a)> Согласно 

кооперативному 

распределению 

Выигрыш 

Ведомого 

      <1-p, h(a)>     < ε , h(a)> Согласно 

кооперативному 

распределению 

Суммарный 

выигрыш 

    h(a) – g(1-a)            h(a)            h(a) 

Дополнительный 

выигрыш 

Ведущего при 

манипуляции 

         g(1-a)      < ε , h(a)> Манипуляция 

недопустима 

Дополнительный 

выигрыш 

Ведомого при 

манипуляции 

             0    - < ε , h(a)> Манипуляция 

недопустима 

 



 10 

 

Рассматривались два вида функций h(u): 1) линейная   

h(u) = u; 2) экспоненциальная h(u) = e
u
 – 1. Кроме того, для 

сравнения изучалась скалярная модель (1.1)-(1.2) с функциями 

gv(v,u) = u + v , gu(v,u) = u – v
2
 .                                       (3.4) 

Во всех случаях без ограничения общности принималось 

0 ≤ v ≤ 1, U* = [0,a], 0 ≤ a ≤ 1. Множество допустимых 

стратегий Ведомого U(v) задавалось двумя способами:              

1) 0 ≤ u ≤ 1 (отсутствие квоты) и 2) 0 ≤ u ≤ 1-v (наличие квоты). 

Результаты сведены в таблицу 2.  

Номера моделей в таблице 2 означают: 1 – модель (3.3) 

при h(u) = u и отсутствии квоты; 2 – то же, при наличии квоты; 

3 – модель (3.3) при h(u) = e
u
 – 1 и отсутствии квоты; 4 – то же, 

при наличии квоты; 5 – модель (3.4) при отсутствии квоты; 6 – 

то же, при наличии квоты. 

Применение манипуляции дает Ведущему следующую 

прибавку в выигрыше по сравнению с побуждением без 

манипуляции: 1)  εа; 2) а
2
 , a<1/2; a – ¼,  a ≥ ½; 3)  ε(e

a
 –1); 4) 

a(e
a
 – 1); 5) 1 - √а  + ε ; 6) a   (нумерация примеров та же). 
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Таблица 2 

Модели Принуждение            Побуждение Убеждение 

1 невозможно (1-ε ,а) 

Jv = (1-ε ,a) 

Ju = εa 

JΣ  = a 

(v,a) ,       

0 ≤ v ≤ 1 

JΣ  = a 

2 (1,0) 

Jv = 0 

Ju = 0 

JΣ = 0 

 a<1/2                          a ≥ ½ 

(1-a,a)                       (1/2 ,1/2) 

Jv = (1-a)a             Jv = Ju = ¼ 

Ju = a
2
                        JΣ  = ½ 

JΣ  = a 

(v,a) , 

0 ≤ v ≤ 1-a 

JΣ  = a 

3 невозможно (1-ε,a) 

Jv = (1-ε)(e
a
 – 1) 

Ju = ε(e
a
 – 1) 

JΣ = e
a
 - 1 

(v,a) 

0 ≤ v ≤ 1 

JΣ = e
a
 - 1 

4 (1,0) 

Jv = 0 

Ju = 0 

JΣ = 0 

(1-a,a) 

Jv = (1-a)(e
a
 – 1) 

Ju = a(e
a
 – 1) 

JΣ = e
a
 - 1 

(v,a) 

0 ≤ v ≤ 1-a 

JΣ = e
a
 - 1 

5 невозможно (√a - ε , a) 

Jv = a + √a -  ε  

Ju = ε(2√a - ε ) 

JΣ = a + (2ε +1)√a - ε(ε+1) 

(1/2 , a) 

JΣ = 2a + 

1/4 

6 (1,0) 

Jv = 1 

Ju = -1 

JΣ = 0 

(1-a,a) 

Jv = 1 

Ju = a(3-a) – 1 

JΣ =  a(3-a) 

(1/2, min 

{a,1/2}) 

если a<1/2, 

то JΣ = 2a + 

¼, иначе    

JΣ= 5/4 
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Приложение. Проведенное модельное исследование 

позволяет сделать следующие выводы. 

1. Если стратегия Ведущего имеет характер штрафа 

(налога) вида (3.3), то: 

а) при наличии квоты стратегия побуждения может 

задаваться в виде программного управления по u. При линейной 

функции h(u) результат Ведущего улучшается посредством 

использования стратегии с обратной связью по а, при этом 

всегда Jv ≥ Ju. При экспоненциальной функции h(u) справедливо 

Jv > Ju при a<1/2 , Jv ≤ Ju при а ≥ ½; 

б) при отсутствии квоты стратегия побуждения с 

обратной связью по u позволяет Ведущему обеспечить выбор 

Ведомым оптимальной реакции u=a и получить почти весь 

выигрыш. Только при предельно жестких ограничениях 

устойчивого развития (а=0) стратегия наказания оказывается 

недейственной и Ведомый может выбирать любое допустимое 

управление; 

в) суммарная целевая функция не зависит от v, поэтому ее 

максимум всегда достигается при u=a, а стратегия убеждения 

Ведущего может быть любой допустимой; 

г) суммарные выигрыши игроков при использовании 

методов побуждения и убеждения совпадают; 

д) метод принуждения невыгоден для обоих игроков, 

поскольку доставляет им минимальные в условиях устойчивого 

развития выигрыши. 

2. Если функции gv , gu имеют вид (3.4), то: 

а) при отсутствии квоты Ведущему выгодно использовать 

механизм побуждения со стратегией наказания, 

обеспечивающий выбор Ведомым u=a; 
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б) при наличии квоты достаточно использовать механизм 

побуждения без обратной связи, обеспечивающий Ведущему 

максимальный выигрыш; 

в) при принуждении Ведущий получает тот же выигрыш, 

что и при побуждении с квотой; 

г) суммарный выигрыш игроков при использовании 

метода убеждения (как с квотой, так и без нее) больше, чем в 

случае метода побуждения. 

3. Манипуляция позволяет увеличить выигрыш Ведущего 

за счет Ведомого во всех рассмотренных случаях. Особенно 

велика прибавка: 

а) в модели (3.3) – при наличии квоты; 

б) в модели (3.4) при наличии квоты при больших а, при 

отсутствии квоты – при малых а. 
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